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Abstract: The analytical solution of the Schrodinger equation affected by Kratzer potential in 

Bispherical coordinate system was derived. The separable method was applied to reducing the 

Schrodinger equation which depends on 𝜇, 𝜃, 𝜙 into three one-dimensional Schrodinger equations. The 

Schrodinger equations as the function of 𝜇 with and without 𝑞-deformed were solved using the SUSY 

QM method. The solutions were eigenvalue and eigenfunction of 𝑞-deformed Schrodinger equation and 

eigenvalue end eigenfunction of Schrodinger equation with and without q-deformed in Bispherical 

coordinate system. The energy of the Schrodinger equation with 𝑞-deformed equals to the Energy of 

Schrodinger without 𝑞-deformed since the 𝑞 parameter becomes to zero. 
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Abstrak: Solusi analitik dari Persamaan Schrodinger yang dipengaruhi Potensial Kratzer dalam 

koordinat Bispherical telah berhasil diturunkan. Metode pemisahan variabel digunakan untuk mereduksi 

persamaan Schrodinger yang bergantung pada 𝜇, 𝜃, 𝜙 menjadi tiga persamaan Schrodinger satu dimensi. 

Persamaan Schrodinger fungsi 𝜇 terdeformasi-𝑞 dan tidak terdeformasi-𝑞 diselesaikan menggunakan 

metode SUSY QM. Solusi yang berhasil didapatkan adalah nilai eigen dan fungsi eigen persamaan 

Schrodinger, masing-masing untuk sistem terdeformasi-𝑞 dan yang tidak terdeformasi-𝑞 dalam 

koordinat Bispherical. Energi dari persamaan Schrodinger terdeformasi-𝑞 sama dengan energi dari 

persamaan Schrodinger yang tidak terdeformasi-𝑞 ketika 𝑞 sama dengan nol. 

Kata kunci: Persamaan Schrodinger, Solusi eigen, Potensial Kratzer, Koordinat Bispherical, SUSY 

QM 

1.  PENDAHULUAN 

Persamaan Schrodinger memiliki daya tarik tersendiri bagi para fisikawan terkhususnya di 

bidang teori kuantum karena memiliki banyak manfaat dalam mempelajari fisika zat padat, 

kimia kuantum, teori informasi dan scattering theory. Persamaan energi dan fungsi gelombang 

merupakan solusi dari persamaan Schrodinger yang didalamnya terkandung banyak informasi 

penting dari suatu sistem kuantum (Awoga & Ikot, 2012). Ketika nilai eigen dan fungsi 

gelombang ini diperoleh maka selanjutnya sifat-sifat suatu sistem kuantum seperti sifat 

termodinamika, optikal dan informasi entropi dapat diturunkan (Berkdemir, Berkdemir, & Han, 

2006; Ikhdair & Sever, 2007).  

Beberapa penelitian terdahulu telah dilakukan untuk menemukan solusi analitik dari 

persamaan Schrodinger yang dipengaruhi beberapa potensial penting seperti potensial Scarf 

(Alvarez-Cas, Tillo, & Kirchbach, 2007), potensial Eckart (Taskin & Kocakt, 2010), dan 

potensial Hellmann-generalized Morse (Ebomwonyi, Onate, Onyeaju, & Ikot, 2017). 
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Penelitian-penelitian sebelumnya membuktikan bahwa penelitian dengan melibatkan potensial-

potensial ini masih menjadi topik penting yang perlu dikembangkan karena setiap potensial 

mempunyai keunikan dan fungsinya masing-masing dalam dunia kuantum. Potensial Scarf 

digunakan dalam mempelajari medan elektomagnetik dan teori partikel fisika zat padat 

potensial (Alvarez-Cas et al., 2007), Potensial Poschl-Teller digunakan untuk mempelajari teori 

informasi kuantum (Atre, Kumar, Kumar, & Panigrahi, 2004) dan partikel-partikel terdeformasi 

(Hassanabadi, Ikot, & Zarrinkamar, 2014), serta berbagai potensial bentuk cincin dan cincin 

ganda yang dipakai untuk mempelajari berbagai macam molekul organik (Cheng & Dai, 2007). 

Potensial Kratzer digunakan untuk menganalisis vibrasi antar nuklir dari molekul-molekul 

diatomik. Baru-baru ini potensial Kratzer dipakai untuk mengamati sifat optik linear dan 

nonlinear dari molekul-molekul diatomik seperti CO, NO, O2, and I2 (Ikot et al., 2020). Secara 

matematis, potensial Kratzer dapat dituliskan sebagai berikut 

K𝑈(𝜇) =
𝐷𝑒𝑟0

𝜇2
−

2𝐷𝑒𝑟0

𝜇
        (1) 

dengan 𝐷𝑒 adalah energi disosiasi, dan 𝑟0 adalah jarak antar nuklir dalam kedaan setimbang. 

Potensial yang dipakai untu menganalisis molekul-molekul diatomik ini juga dapat 

dimodifikasi menjadi potensial tipe cincin dan cincin ganda (Ring-Shaped dan Double Ring-

Shaped) yang bisa digunakan untuk mengamati molekul organik (Durmus & Yasuk, 2007).  

Koordinat Bispherical (𝜇, 𝜃, 𝜙) adalah salah satu dari koordinat kurvalinear seperti 

koordinat Toroidal yang dimodifikasi dari dua koordinat bipolar dimana kedua titik fokusnya 

terpisah oleh jarak 𝑎 (Anthonys, 2018; Moon & Spencer, 1971). Kordinat-koordinat seperti ini 

banyak diapakai ketika mengamati teknologi nanotube, serta medan listrik dan medan magnet 

(Belov, Dobrokhotov, & Tudorovskii, 2004; Krejčiřík & Raymond, 2014). Dalam kajian 

teoritik fisika partikel, koordinat ini juga dipakai untuk mengamati kebiasaan partikel non-

relativistik dalam sistem kurvalinear (Ferrari & Cuoghi, 2008). Solusi dari persamaan 

Schrodinger dengan potensial Yukawa dalam suatu sistem koordinat Toroidal  (Faniandari, 

Suparmi, & Cari, 2020), Solusi fungsi eigen dari persamaan Schrodinger suatu partikel yang 

bergerak pada torus (Encinosa & Etemadi, 2002) adalah contoh penelitian terdahulu yang 

mendukung penelitian ini. 

Terdapat beberapa metode yang dipakai untuk mendapatkan solusi analitik (nilai eigen dan 

fungsi eigen) dari persamaan gelombang non-relativistik dan juga relativistik. Metode 

Nikiforov-Uvarov (NU) (Karayer, 2019), metode Asymptotic Iteration method (AIM) (Ikot et 

al., 2020), metode faktorisasi (Mir-Kasimov, 2013), metode Time Step (Zhang, Liang, & Meng, 

2009), pendekatan algebra (Shishan, Dong, Bahlouli, & Bezerra, 2011), dan metode 

Supersymmetric Quantum Mechanics (SUSY QM) adalah beberapa metode yang sering 

dipakai untuk menyelesaikan persamaan Schrodinger. SUSY QM adalah metode yang 

diusulkan oleh Witten dan terkenal dengan konsep shape invariance. Ketika tebakan super-

potensial diperoleh, nilai eigen dan fungsi eigen persamaan Schrodinger dapat diturunkan 

dengan mudah (Abu-Shady & Ikot, 2019; Rasinariu, Mallow, & Gangopadhyaya, 2007; 

Suparmi, Cari, & Faniandari, 2020). Tidak hanya untuk menyelesaikan persamaan Schrodinger, 

metode ini juga digunakan untuk menyelesaikan persamaan golombang relativistik seperti 

persamaan Klein-Gordon (KGE) (Isonguyo, Okon, Ikot, & Hassanabadi, 2014)(Yasuk, 

Durmus, & Boztosun, 2006) dan persamaan Dirac (Hassanabadi, Maghsoodi, Zarrinkamar, & 

Rahimov, 2011).  

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan solusi analitik berupa nilai eigen dan fungsi 

eigen dari persamaan Schrodinger dengan potensial Kratzer dalam sistem coordinat Bispherical 

menggunakan metode SUSY-QM. Pelitian ini perlu dilakukan karena belum ada penelitian-

penelitian sebelumnya yang menganalisis persamaan Schrodinger terdeformasi-𝑞 dengan 
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potensial Kratzer dalam koordinat Bispherical. Penelitian ini terbagi menjadi dua bagian yakni 

untuk menentukan nilai eigen dan fungsi eigen persamaan Schrodinger dengan potensial 

Kratzer yang terdeformasi-𝑞, dan nilai eigen dan fungsi eigen persamaan Schrodinger dengan 

potensial Kratzer yang tidak terdeformasi-𝑞. Di Bab 2. Teori, kami memberika sedikit 

penjelasan tentang metode yang digunakan SUSY QM, sistem koordinat Bispherical dan 

persamaan Schrodinger terdeformasi-𝑞. Bab 3. Hasil dan Pembahasan, kami menunjukan 

proses untuk mendapatkan solusi analitin persamaan Schrodinger masing-masing untuk 

persamaan Schrodinger dengan potensial Kratzer yang tidak terdeformasi-𝑞 dan yang 

terdeformasi-𝑞. Di bab terakhir, kami memberikan sedikit rangkuman dan komentar tentang 

penelitian ini.  

2.  TEORI 

2.1.  Metode SUSY QM 

Suatu Hamiltonian H dapat difaktorkan menjadi gabungan dari pasangan super-Hamiltonian 

𝐻+ dan 𝐻− yang identik dan hanya berbeda pada nilai parameter-parameternya. Menggunakan 

sifat ini memungkinkan seseorang untuk menentukan tingkatan energi melalui proses iteratif  

(Gendenshteĭn & Krive, 1985). 

𝐻 = (
𝐻+ 0
0 0

) + (
0 0
0 𝐻−

)       (2) 

dengan 

𝐻+ = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑈+(𝑥) = 𝐴−𝐴+ ; 𝐻− = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑈−(𝑥) = 𝐴+𝐴− (3) 

Merupakan pasangan dari persamaan Hamiltonian satu dimensi, 𝑈+(𝑥) dan 𝑈−(𝑥) 

merupakan pasangan super-potensial 

𝑈+(𝑥) = 𝑊2(𝑥) +
ℏ

√2𝑚

𝑑𝑊(𝑥)

𝑑𝑥
 ; 𝑈−(𝑥) = 𝑊2(𝑥) −

ℏ

√2𝑚

𝑑𝑊(𝑥)

𝑑𝑥
 ; (4) 

serta 𝐴+ dan 𝐴−, masing-masing merupakan operator penaik dan operator penurun dalam suatu 

sistem SUSY mekanika kuantum. 

𝐴+ = −
ℏ

√2𝑚

𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑊(𝑥) ; 𝐴− = +

ℏ

√2𝑚

𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑊(𝑥) ;  (5) 

Dikarenakan 𝐻 = 𝐻− + 𝐸0, dengan demikian menggunakan persamaan (3-5), diperoleh 

hubungan antara super-potensial, energi dasar dan potensial efektif sebagai berikut 

𝑈(𝑥) = 𝑊2(𝑥; 𝑎0) −
ℏ

√2𝑚

𝑑𝑊

𝑑𝑥
(𝑥; 𝑎0) + 𝐸0     (6) 

dimana 𝑈(𝑥) adalah potensial efektif sistem, dan W(𝑥) adalah tebakan super-potensial yang 

ditentukan berdasarkan bentuk dari potensial efektif sistem terkait. 

Fungsi dan nilai eigen dalam suatu sistem SUSY mekanika kuantum sejatinya sudah tersedia 

melalui pasangan super-Hamiltonian tetapi bukan spektrum yang sesungguhnya (Suparmi & 

Cari, 2014). Dengan demikian dibutuhkan kondisi yang disebut shape invariance 

(Gendenshtein, 1984; Gendenshteĭn & Krive, 1985). Secara matematis, kondisi ini dapat 

dituliskan menjadi 

𝑈+(𝑥; 𝑎𝑗) = 𝑈−(𝑥; 𝑎𝑗+1) + R(𝑎𝑗+1)      (7) 

dengan R(𝑎𝑗+1) adalah nilau residu yang bergantung pada fungsi 𝑎 saja, akan tetapi tidak pada 

x, dan 𝑎𝑗+1 merupakan suatu fungsi dari 𝑎𝑗. 

Hamiltonian 𝐻− memiliki nilai eigen 

𝐸𝑛
(−)

= ∑
𝑗=1

𝑛

𝑅(𝑎𝑗)        (8) 

dan total tingkatan energi 
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𝐸𝑛 = 𝐸0 + 𝐸𝑛
(−)

        (9) 

Selanjutnya, persamaan operator penurun (7) dipakai untuk menentukan fungsi gelombang 

dasar dari sistem SUSY mekanika kuantum (Dutt, Gangopadhyaya, & Sukhatme, 1997; 

Suparmi & Cari, 2014), 

𝐴−𝛹0
(−)

= 0         (10) 

2.2.  Koordinat Bispherical 

Persamaah Schrodinger dalam koordinat Bispherical bargantung pada 𝜇, 𝜃, and 𝜙. 

Selanjutnya, agar bisa menggunakan SUSY QM, persamaan Schrodinger perlu direduksi 

terlebih dahulu menjadi tiga persamaan yang masing-masingnya merupakan fungsi 𝜇, 𝜃, dan 

𝜙. Hubungan antara koordinat Kartesian (𝑥, 𝑦, 𝑧) dan Bispherical (𝜇, 𝜃, 𝜙) adalah  

𝑥 =
𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃
   ;  𝑦 =

𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃
  ;   𝑧 =

𝑎𝑠𝑖𝑛ℎ𝜇

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃
  ;    (11) 

Dengan menggunakan hubungan, 

ℎ𝑖
2 = (

𝜕𝑥

𝜕𝑞𝑖
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝑞𝑖
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑞𝑖
)
2

       (12) 

diperoleh: 

ℎ𝜇
2 = ℎ𝜃

2 =
𝑎2

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃)2
 dan ℎ𝜙

2 =
𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃)2
 ;  (13) 

Dengan ℎ𝜇 = ℎ1, ℎ𝜃 =  ℎ2, dan ℎ𝜙 = ℎ3. Selanjutnya, Laplacian dari koordinat Bispherical 

𝛹(𝜇, 𝜃, 𝜙) dapat diturunkan menjadi 

𝛻𝐵𝑖𝑠
2 𝛹 =

1

ℎ1ℎ2ℎ3
∑
𝑖=1

3
𝜕

𝜕𝑢𝑖
[
ℎ1ℎ2ℎ3

ℎ𝑖
2

𝜕𝛹

𝜕𝑢𝑖
] =

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃)3

𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃
{𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜇
[

1

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝛹

𝜕𝜇
] +

𝜕

𝜕𝜃
[

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝛹

𝜕𝜃
] +

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜙
[

1

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝛹

𝜕𝜙
]}      (14) 

Persamaan Schrodinger dalam koordinat Bispherical dapat ditulis menjadi 

(𝛻𝐵𝑖𝑠
2 −

2𝑚

ℏ2 𝑈)𝛹 = −
2𝑚

ℏ2 𝐸𝛹       (15) 

dengan 𝑚 adalah massa partikel yang bergerak pada permukaan koordinat Bispherical, dan  ℏ 

adalah konstanta Planck. Persamaan (15) dapat diselesaikan secara analitik, akan tetapi perlu 

dilakukan pemisahan variabel terlebih dahulu menggunakan suatu fungsi gelombang dengan 

bentuk (Morse & Herman, 1953). 

𝛹 = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
1

2𝛹′(𝜇, 𝜃, 𝜙)      (16) 

Dengan melakukan substitusi persamaan (19) ke dalam (20), maka diperoleh 

(𝛻𝐵𝑖𝑠
2 −

2𝑚

ℏ2 𝑈) (𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
1

2𝛹′ = −
2𝑚

ℏ2 𝐸(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
1

2𝛹′   (17) 

Persamaan (17) perlu direduksi menjadi tiga persamaan Schrodinger satu dimensi, masing-

masing bergantung pada fungsi 𝜇, 𝜃, dan 𝜙. Dengan melakukan substitusi fungsi gelombang 

pada persamaan (16) kedalam (17), selanjutnya persamaan (17) ditulis kembali menjadi 
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃)2

𝑎2
{
𝜕2𝛹′

𝜕𝜇2 +
𝜕2𝛹′

𝜕𝜃2 + 𝑐𝑜𝑡𝜃
𝜕𝛹′

𝜕𝜃
+

1

𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2𝛹′

𝜕𝜙2 −
1

4
𝛹′} −

2𝑚

ℏ2 𝑈𝛹′ = −
2𝑚

ℏ2 𝐸𝛹′ (18) 

Persamaan (18) dapat diselesaikan dengan menggunakan suatu variabel massa dengan 

bentuk 

𝑚 =
𝑚′𝑎2

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠𝜃)2
        (19) 

dimana 𝑚′ merupakan suatu konstanta, dengan demikian persamaan (18) menjadi 

{
𝜕2𝛹′

𝜕𝜇2 +
𝜕2𝛹′

𝜕𝜃2 + 𝑐𝑜𝑡𝜃
𝜕𝛹′

𝜕𝜃
+

1

𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2𝛹′

𝜕𝜙2 −
1

4
𝛹′} −

2𝑚′

ℏ2 𝑈𝛹′ = −
2𝑚′

ℏ2 𝐸𝛹′  (20) 

Dengan mengatur 𝛹′ = 𝑀(𝜇)Θ(𝜃)𝛷(𝜙) dan menggunakan bentuk potensial non-sentral  
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𝑈 = 𝑈(𝜇) + 𝑈(𝜃) +
𝑈(𝜙)

𝑠𝑖𝑛2𝜃
        (21) 

kedalam persamaan (20), maka persamaan tersebut tereduksi menjadi tiga buah persamaan 

Schrodinger satu dimensi sebagai beikut: 
𝜕2𝑀(𝜇)

𝜕𝜇2 −
2𝑚′

ℏ2 𝑈(𝜇)𝑀(𝜇) = (−
2𝑚′

ℏ2 𝐸 +
1

4
+ 𝛼2)𝑀(𝜇)    (22) 

−
1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕Θ(𝜃)

𝜕𝜃
) +

2𝑚′

ℏ2 𝑈(𝜃)Θ +
𝛼3

2𝐻

𝑠𝑖𝑛2𝜃
= 𝛼2Θ    (23) 

1

𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2𝛷(𝜙)

𝜕𝜙2 −
2𝑚′

ℏ2 𝑈(𝜙)𝛷(𝜙) = −𝛼3𝛷(𝜙)     (24) 

dimana,  𝛼2 = 𝑏(𝑏 + 1) dengan 𝑏 = 0, 1, 2,… adalah bilangan kuantum orbital, dan 𝛼3 = 𝑘2 

dengan 𝑘 = 0,±1,±2, … merupakan bilangan kuantum magnetik ketika 𝑈(𝜃) = 𝑈(𝜙) = 0. 

2.3.  Deformasi Mekanika Kuantum 

Hubungan komutatif antara posisi dan momentum didefinisikan kedalam bentuk (Sobhani, 

Chung, & Hassanabadi, 2017) 
[𝑥,̂ �̂�] = 𝑖ℏ(1 + 𝑞𝜇2)   ;      𝑥,̂ ↔ 𝜇: 𝑝,̂ = −𝑖ℏ𝐷𝜇     (25) 

dengan 

𝑝,̂ = −𝑖ℏ𝐷𝜇
𝑞 = −𝑖ℏ(1 + 𝑞𝜇2)

𝜕

𝜕𝜇
      (26) 

Bentuk kuadrat dari deformasi-𝑞 pada persamaan (26) adalah 

𝐷𝜇
𝑞2

= (1 + 𝑞𝜇2)2 𝜕2

𝜕𝜇2 + 2𝑞𝜇(1 + 𝑞𝜇2)
𝜕

𝜕𝜇
     (27) 

Melakukan pergantian 
𝜕2

𝜕𝜇2 → 𝐷𝜇
𝑞2

 dengan cara substitusi persamaan (27) into (22) diperoleh 

persamaan Schrodinger yang terdeformasi sebagai berikut 

(1 + 𝑞𝜇2)2 𝜕2𝑀(𝜇)

𝜕𝜇2 + 2𝑞𝜇(1 + 𝑞𝜇2)
𝜕𝑀(𝜇)

𝜕𝜇
−

2𝑚′

ℏ2 𝑈(𝜇)𝑀(𝜇) = (−
2𝑚′

ℏ2 𝐸𝑞𝐵 + 𝛼2 +
1

4
)𝑀(𝜇)

          (28) 

Persamaan (28) dapat diselesaikan secara analitik apabila mengenalkan suatu parameter baru 

(Suparmi, Dianawati, & Cari, 2020) 

𝑠 = 𝜇√𝑞 → 𝑑𝑠 = √𝑞𝑑𝜇 → 𝑑𝜇 =
𝑑𝑠

√𝑞
      (29) 

Dengan menulis kembali persamaan (27) mejadi 

𝐷𝑠
𝑞2

= 𝑞(1 + 𝑠2)2 𝑑2

𝑑𝑠2 + 2𝑞(1 + 𝑠2)
𝑑

𝑑𝑠
      (30) 

maka, persamaan Schrodinger dengan fungsi 𝜇 (31) tereduksi menjadi persamaan Schrodinger 

terdeformasi-𝑞 yang bergantung pada fungsi 𝑠 

𝑞(1 + 𝑠2)2 𝑑2

𝑑𝑠2 𝑀(𝑠) + 2𝑞𝑠(1 + 𝑠2)
𝑑

𝑑𝑠
𝑀(𝑠) +

2𝑚′

ℏ2 2𝐷𝑒 (√𝑞
𝑟0

𝑠
−

1

2

𝑞𝑟0

𝑠2 )𝑀(𝑠) =

(−
2𝑚′

ℏ2 𝐸𝑞𝐵 + 𝛼2 +
1

4
)𝑀(𝑠)       (31) 

Kita dapat mengaplikasikan potensial Kratzer (1) kedalam persamaan (31) dengan bentuk, 

𝑈(𝜇) = 𝑈(𝑠) = 𝑞
𝐷𝑒𝑟0

𝑠2
− √𝑞

2𝐷𝑒𝑟0

𝑠
      (32) 

3.  HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1.  Solusi persamaan Schrodinger tanpa deformasi-𝒒 

Dalam subbab ini, proses penyelesaian persamaan Schrodinger yang dipengaruhi potensial 

Kratzer dalam koordinat Bispherical dengan mengabaikan deformasi-𝑞 diturunkan dengan 
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baik. Dimulai dengan mamasukan persamaan potensial Kratzer (1) kedalam persamaan 

Schrodinger (22) 

−
ℏ2

2𝑚′

𝜕2𝑀(𝜇)

𝜕𝜇2 +
ℏ2

2𝑚′ (
𝑣(𝑣+1)

𝜇2 −
2𝛾

𝜇
)𝑀(𝜇) = 𝐸′𝑀(𝜇)     (33) 

dengan 

𝑣 = −
1

2
− √

2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0 +
1

4
   (34)  ;  𝛾 =

2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0   (35)   ;  𝐸′ = 𝐸𝐵 −
ℏ2

2𝑚′ (𝛼2 +
1

4
)  (36) 

dan potensial efektif untuk persamaan (33) adalah  

𝑈eff(𝜇) =
ℏ2

2𝑚
(
𝑣(𝑣+1)

𝜇2 −
2𝛾

𝜇
)       (37) 

Tebakan super-potensial yang sesuai dengan potensial efektif (37) adalah 

𝑊(𝜇) =
ℏ

√2𝑚
(
𝑉

𝜇
−

𝐺

𝑉
)        (38) 

Dengan melakukan substitusi persamaan (38) kedalam (6) maka diperoleh 
ℏ2

2𝑚
(
𝑣(𝑣+1)

𝜇2 −
2𝛾

𝜇
) − 𝐸0 =

ℏ2

2𝑚
(
𝑉(𝑉+1)

𝜇2 −
2𝐺

𝜇
) +

ℏ2

2𝑚
(
𝑉(𝑉+1)

𝜇2 −
2𝐺

𝜇
) +

ℏ2

2𝑚

𝐺2

𝑉2  (39) 

Dari persamaan (39) diperoleh beberapa hubungan antar variabel sebagai berikut: 𝑉 = 𝑣, 𝐺 =

𝛾, dan 𝐸0 = −
𝐺2

𝑉2. Dengan menggunakan hubungan ini, selanjutnya persamaan tebakan super-

potensial (38) dapat ditulis kembali menjadi super-potensial 

𝑊(𝜇) =
ℏ

√2𝑚
(

𝑣

𝜇
−

𝛾

𝑣
)        (40) 

Pasangan super-potensial 𝑈−(𝜇; 𝑎0) dan 𝑈+(𝜇; 𝑎0) dapat dengan mudah diperoleh dengan 

mensubtitusikan persamaan (40) kedalam persamaan (4). 

𝑈−(𝜇; 𝑎0) =
ℏ2

2𝑚
(
𝑣(𝑣+1)

𝜇2 −
2𝛾

𝜇
) +

ℏ2

2𝑚

𝛾2

𝑣2  (41) ; 𝑈+(𝜇; 𝑎0) =
ℏ2

2𝑚
(
𝑣(𝑣−1)

𝜇2 −
2𝛾

𝜇
) +

ℏ2

2𝑚

𝛾2

𝑣2  (42) 

Selanjutnya, dengan mengatur 𝑣 → 𝑣 − 1 pada persamaan (61) dan (62) scara berurutan, 

bntuk dari super-potensial slanjutnyal 𝑈∓(𝜇; 𝑎1), 𝑈∓(𝜇; 𝑎2) dapat diturunkan. Kemudian, 

dengan menggunakan pasangan-pasangan super-potensial ini pada persamaan shape invariance 

(9) maka diperoleh persamaan residu 

𝑅(𝑎𝑛) = 𝑈+(𝜇; 𝑎𝑛−1) − 𝑈−(𝜇; 𝑎𝑛) =
ℏ2

2𝑚

𝛾2

(𝑣−1−𝑛)2
−

ℏ2

2𝑚

𝛾2

(𝑣−𝑛)2
   (45) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (45) kedalam persamaan (8), kemudian menggunakan 

persamaan (9), diperoleh nilai eigen untuk persamaan (33) sebagai berikut 

𝐸′ = −
ℏ2

2𝑚

𝛾2

𝑣2 +
ℏ2

2𝑚

𝛾2

𝑣2 −
ℏ2

2𝑚

𝛾2

(𝑣−𝑛)2
= −

ℏ2

2𝑚

𝛾2

(𝑣−𝑛)2
     (46) 

Dengan merujuk pada persamaan (36) maka energi dari persamaan Schrodinger dengan 

potensial Kratzer dalam koordinat Bispherical adalah sebagai berikut. 

𝐸𝐵 = −
ℏ2

2𝑚

(
2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0)
2

(−
1

2
−√(

2𝑚′

ℏ2 )𝐷𝑒𝑟0+
1

4
−𝑛)

2 +
ℏ2

2𝑚′ (𝑏(𝑏 + 1) +
1

4
)    (47) 

Operator pembangkit dan penurun untuk persamaan Schrodinger dengan potensial Kratzer 

dalam koordinat Bispherical dapat dengan mudah ditentukan dengan melakukan substitusi 

persamaan super-potensial (40) kedalam persamaan (5). 

𝐴±(𝜇) = ∓
ℏ

√2𝑚

𝑑

𝑑𝑟
+

ℏ

√2𝑚
(

𝑣

𝜇
−

𝛾

𝑣
)      (48) 

Dengan demikian, menggunakan operator penurun dan persanaam (10) maka fungsi gelombang 

dasar untuk sistem ini adalah 
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𝜓0(𝜇) = 𝑅0𝜇
−(−

1

2
−√(

2𝑚′

ℏ2 )
2

𝐷𝑒𝑟0+
1

4
)

𝑒(

 
 𝐷𝑒𝑟0

−
1
2
−√(

2𝑚′

ℏ2 )

2

𝐷𝑒𝑟0+
1
4

𝜇

)

 
 

    (49) 

dengan 𝑅0 adalah suatu faktor normalisasi. 

3.2.  Solusi persamaan Schrodinger terdeformasi-𝒒 

Persamaan Schrodinger terdeformasi-𝑞 (31) tidak dapat diselesaikan secara langsung 

menggunakan metode SUSY QM karena persamaan tersebut memiliki bentuk turunan pertama 

dan kedua. Oleh karena itu, persamaan tersebut perlu direduksi terlebih dahulu menjadi 

persamaan yang hanya memiliki bentuk turunan kedua. Untuk itu, kita perlu mengatur  

𝑠 = 𝑐𝑜𝑡𝑠′ → 𝑑𝑠 = −𝑐𝑠𝑐2𝑠′𝑑𝑠′  ;   1 + 𝑠2 = 1 + 𝑐𝑜𝑡2𝑠′ = 𝑐𝑠𝑐2𝑠′   (50) 

sehingga, 
𝑑𝑠′

𝑑𝑠
= −

𝑑

𝑑𝑠′

1

𝑐𝑠𝑐2𝑠′        (51) 

kemudian, suku pertama pada persamaan (31) dapat dituliskan menjadi 
𝑑2

𝑑𝑠′2
=

1

𝑐𝑠𝑐4𝑠′

𝑑2

𝑑𝑠′2
−

2𝑐𝑜𝑡𝑠′

𝑐𝑠𝑐4𝑠′

𝑑

𝑑𝑠′       (52) 

Dengan demikian, persamaan Shrodinger terdeformasi-𝑞 dapat ditulis mejadi 

−
ℏ2

2𝑚′

𝑑2

𝑑𝑠′2
𝑀(𝑠′) +

ℏ2

2𝑚′ (
𝜚(𝜚+1)

𝑐𝑜𝑠2𝑠′ − 2𝜍𝑡𝑎𝑛𝑠′)𝑀(𝑠′) = 𝐸′𝑀(𝑠′)   (53) 

dimana 

𝜚 = −
1

2
− √

2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0 +
1

4
       (54) 

𝜍 =
2𝑚′

ℏ2

𝐷𝑒𝑟0

√𝑞
         (55) 

𝐸′ = (
𝐸𝑞𝐵

𝑞
+𝐷𝑒𝑟0) −

ℏ2

2𝑚′

𝛼2+
1

4

𝑞
       (56) 

Persamaan (53) dapat dengan mudah diselesaikan secara analitik menggunakn metode 

SUSY dengan mengatur tebakan super-potensial sebagai berikut.  

𝑊(𝑠′) =
ℏ

√2𝑚′
(𝐻𝑡𝑎𝑛𝑠′ −

𝐺

𝐻
)       (57) 

Dengan mengaplikasikan potensial efektif dari persamaan (53) dan tebakan super-potensial 

(57) kedalam persamaan (6), kita peroleh beberapa hubungan parameter 𝐻 = −𝜚, 𝐺 = 𝜍, and 

𝐸0 = −
ℏ2

2𝑚′ (
𝜍2

𝜚2 − 𝜚2). Dengan demikian, tebakan super-potensial (57) dapat ditulis kembali 

menjadi super-potensial sebagai berikut. 

𝑊(𝑠′) =
ℏ

√2𝑚′
(−𝜚𝑡𝑎𝑛𝑠′ +

𝜍

𝜚
)       (58) 

Dengan menggunakan proses-proses yang sama seperti pada persamaan (42) - (46) dan (48) 

maka diperoleh energi  

𝐸𝑞𝐵 = [−
ℏ2

2𝑚′
(

(
2𝑚′

ℏ2
𝐷𝑒𝑟0
√𝑞

)

2

(−
1

2
−√

2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0+
1

4
−𝑛)

2 − (−
1

2
− √

2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0 +
1

4
− 𝑛)

2

)−𝐷𝑒𝑟0] 𝑞 +

ℏ2

2𝑚′ (𝑏(𝑏 + 1) + 1

4
)        (65) 

 

dan fungsi gelombang dasar untuk sistem persamaan Schrodinger terdeformasi-𝑞 dengan 

potensial Kratzer dalam koordinat Bispherical dapat diperoleh sebagai berikut 
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𝜓0(𝜇) = 𝑅𝑞0(𝑠𝑒𝑐𝑠
′)

(−
1

2
−√

2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0+
1

4
)
𝑒

−

2𝑚′

ℏ2
𝐷𝑒𝑟0
√𝑞

(−
1
2
−√

2𝑚′

ℏ2 𝐷𝑒𝑟0+
1
4
)

    (67) 

dengan 𝑅𝑞0 adalah suatu faktor normalisasi. 

4.  KESIMPULAN 

Dalam penelitian ini, nilai eigen dan fungsi eigen dari persamaan Schrodinger yang 

dipengaruhi potensial Kratzer dalam koordinat Bispherical (𝜇, 𝜃, 𝜙) yang terdeformasi-𝑞 dan 

tidak terdeformasi-𝑞 berhasil diturunkan dengan jelas dan sistematis. Persamaan Schrodinger 

yang bergantung posisi (𝜇, 𝜃, 𝜙) menggunakan metode pemisahan variabel dan menghasilkan 

tiga persamaan Schrodinger satu dimensi, masing-masing sebagai fungsi 𝜇, 𝜃, dan 𝜙. 

Persamaan Schrodinger yang bergantung 𝜇 dan tidak terdeformasi-𝑞 dengan potensial Kratzer 

diselesaikan menggunakan metode SUSY QM. Menggunakan pemisalah parameter yang tepat, 

persamaan Schrodinger yang bergantung 𝜇 dan terdeformasi-𝑞 tereduksi menjadi persamaan 

Schrodinger dengan fungsi 𝑠′ dan bisa diselesaikan menggunakan metode SUSY QM. 

Berdasarkan persamaan energi untuk sistem terdeformasi-𝑞 dapat diketahui bahwa, jika nilai 

parameter-𝑞 diatur sama dengan nol maka persamaan tersebut tereduksi menjadi persamaan 

persamaan energi untuk sistem tanpa deformasi-𝑞.  
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