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Abstract
This paper discusses about a representation theorem of an orthogonally additive functional

on Wy(E)c M(E), that is a collection of all McShane integrable functions on a cell E= [ﬁ, 5] in

Euclidean space R", which satisfies some certain properties. This result is a generalization of Chew
result.
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PENDAHULUAN

Penelitian yang membahas tentang fungsional linear dan fungsional aditif ortogonal
telah banyak dilakukan oleh para peneliti terdahulu, diantaranya telah dilakukan oleh
Hildebrandt (1966), Chew (1985), Paredes (1993) dan Aye dan Lee (2002a, 2002b,
2003). Chew (1985) dan Lee (1989) membahas tentang representasi fungsional linear
dan fungsional aditif orthogonal yang bekerja pada ruang fungsi yang terintegral
Henstock, yang didefinisikan pada interval [a,b]c R. garis lurus. Sedangkan Paredes
(1993) berhasil menggeneralisasikan hasil-hasil yang diperoleh Chew dengan cara
mengembangkan ruang fungsi baru yang merupakan abstraksi dari ruang fungsi yang
telah didefinisikan Chew, namun ruang fungsi tersebut juga masih didefinisikan pada
interval [a,b]c R.

Hildebrandt (1966) membahas tentang representasi fungsional linear kontinu pada ruang
BV[a,b], ruang fungsi yang bervariasi terbatas yang didefinisikan pada [a,b]. Sedangkan, Aye dan
Lee (2002a, 2002b, dan 2003) membahas tentang fungsional aditif ortogonal yang bekerja pada

ruang fungsi yang bervariasi terbatas yang didefinisikan pada [a,b].

Makalah ini merupakan generalisasi dari hasil Chew (1985), khususnya generalisasi tentang

representasi fungsional aditif ortogonal pada ruang fungsi W, dengan :
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W, = {f em[l,oo):éf|f|—>0untukx—>oo}
1

yang semula didefinisikan pada ruang fungsi yang terintegral Lebesgue yang didefinisikan pada

interval [a,b] = R digeneralisasikan untuk ruang fungsi yang terintegral McShane yang

didefinisikan pada sel [ﬁ, 5] di dalam ruang Euclide R".

TEORI-TEORI DASAR

Fungsional T pada ruang fungsi X dikatakan aditif ortogonal jika T (f+g)=T(f) + T (g)
asalkan f, g € X, f dan g mempunyai support yang saling asing. Support fungsi f € X, ditulis supp(f)

didefinisikan supp(f)={x edom(f) :f(x) = 0}.

Berdasarkan pengertian ini diperoleh bahwa dua fungsi f dan g dikatakan mempunyai support

yang saling asing jika f(x)g(x)=0 untuk setiap x.

Dalam makalah ini, R menyatakan koleksi semua bilangan real, P(E) menyatakan koleksi

semua partisi Lebesgue pada E dan M(E) menyatakan koleksi semua fungsi yang terintegral
McShane pada sel E= [ET, 5] Telah diketahui bahwa M(E) merupakan ruang linear dan ruang

integral mutlak.
Teorema 2.1.

Diketahui E= [g, 5] sel dan M(E) menyatakan koleksi semua fungsi yang terintegral McShane
pada sel E. Jika f € M(E) maka terdapat barisan fungsi sederhana {Sn} pada E sehingga

S, ()_()—> f(i) hampir di mana-mana pada E untuk n—o0 dan |Sn| < | f| untuk semua n.
Teorema 2.2.

Diketahui E= [E, 5] sel dan fn, f: E— Runtuk setiap n. Jika :
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(i) f, — f hampir di mana-mana untuk n — oo dan f e M(E) untuk setiap n.

(ii) |fn| <M hampir di mana-mana pada E untuk setiap n dan suatu bilangan M>0.

maka f € M(E) dan Iimj f, ='[ f.
N—o0
E E

HASIL DAN PEMBAHASAN
Karakteristik Ruang Fungsi W,(E)

Di dalam makalah ini, R" menunjukkan ruang Euclide dimensi n, R menunjukan sistem
bilangan real dan R menunjukan sistem bilangan real vyang diperluas. Diketahui
b = (bl, b,,---, bn) e R", b dikatakan menuju tak hingga, ditulis b — oo, jika min |bi| — 0,
Definisi 3.2.

Diketahui E = [I, b] cR"dengan b > 1 danf: [I, b] — R fungsi terukur dan terintegral

McShane pada [I, 5] Didefinisikan ruang W,(E) sebagai berikut :

Wo(E) = {f 5 M[I,oo) ‘tI)ILnOO o, b]'” }

Teorema 3.3.

b
W,(E) merupakan ruang Banach terhadap norma || f || = sup{ [Il 5 “ f| b > I}.
all,b]y

]

Bukti : Dalam hal in hanya akan ditunjukkan bahwa W(E) lengkap. Ambil sebarang barisan

Cauchy {fn} < W,(E), yaitu untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan asli N; sehingga jika n,m

> N; berlaku ||fm - fn” < %

Ambil sembarang X eE, selanjutnya dibentuk partisi McShane P = {(l ,é?)} sehingga X
merupakan salah satu titik terkaitnya. Fungsi f.,, f, € M(E) dan M(E) merupakan ruang linear maka
fm- f» € M(E), dan karena M(E) ruang integral mutlak maka | f,, - f, | € M(E). Oleh karena itu
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untuk setiap bilangan ¢ > 0 terdapat fungsi positip & pada E sehingga untuk setiap partisi McShane

P= {(I ,f_)} pada E berlaku :

ﬂfm(i)— fn(ﬂ da + % < %+% =g

m

Akibatnya berlaku%‘fm(;?)— fn(§_1 a(l) < ¢ untuk setiap (g?, I)eP(E), khususnya untuk
a

(X, 1) eP(E) berlaku: ﬂ | f (X)- fn(¥)|< € atau |fm()_()— f, ()‘(X < @s untuk setiap € > 0.

a(E) a(l)

Hal ini berarti barisan {fn (X)} merupakan barisan Cauchy di dalam R, oleh karena itu terdapat
fungsi f yang terintegral McShane pada [I, 5] dengan b>1 sehingga f. — f hampir di mana-
mana pada [I,B], yaitu untuk setiap bilangan £> 0 terdapat bilangan asli N, sehingga jika n > N,

berlaku :|1‘n - f| < &, hal ini berakibat :

|fn - f| <l¢ = sa[I,B], untuk setiap b > 1

Py T
| e, T

{1
o sup{———

ofl,b]

|fn—f|:E>I}<8

ey, T

=3 ||fn— f|| <g

Dengan kata lain, barisan {fn} konvergen norma ke fungsi f. Lebih lanjut diperoleh :
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b
I f |< € untuk setiap bilangan ¢ >
I

b= a[1,b] ~»a[1,b] bj>= o[1,b
b
0. Jadi lim j|f| = 0, hal ini berarti f € W,. Jadi W, lengkap, oleh karena itu W,
b 0![1 b11

merupakan ruang Banach.

Teorema 3.4.
Diketahui E = [I,b] c R" sel dengan b > 1. Norma |l . || pada ruang Wy(E) seperti

dimaksud pada Teorema 3.3.memenuhi sifat : Jika barisan {fn} < W,(E) konvergen norma ke

suatu fungsi f eW,(E) maka terdapat barisan bagian {fn(i)} c {fn} dan h eW,(E) sehingga

f.i) = f hampir di mana-mana pada [I, 5] dan

fn(i)‘ < h untuk setiap n(i).

Bukti : Ambil sembarang barisan {fn} < W,(E) sehingga {fn} konvergen norma ke suatu
fungsi f eW,(E), yaitu untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan asli N, sehingga jikan> N,

berlaku : || f, - f|| <E s (*)

Ambil sembarang X €E, selanjutnya dibentuk partisi McShane P = {(I,c_f_)} sehingga X
merupakan salah satu titik terkaitnya. Fungsi f,,, f € M(E) dan M(E) merupakan ruang linear maka f,
- f € M(E), dan karena M(E) ruang integral mutlak maka | f, - f | € M(E). Oleh karena itu untuk

setiap bilangan ¢ > 0 terdapat fungsi positip & pada E sehingga untuk setiap partisi McShane P

= {(I ,5)} pada E berlaku:

[If.(x)- f(x)da =P}

f.(E)- f(:‘)a<|>{ < =(E)

2

m

fn(E)—f(E}a(|)< L J-|fn(i)—f(ﬂda+£ <fif g

a(E)L 2 22
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Akibatnya berlakuL fn@)— f(g) a(l) < g untuk setiap (g?, I)eP(E), khususnya untuk

a(E)

(X, 1) berlaku : a(1) |fn (x)— f()‘(]< € atau |fn(7)— f(ﬂ < @s untuk setiap € > 0. Hal ini

a(E) a(1)

berarti barisan {fn} konvergen titik demi titik ke fungsi f hampir di mana-mana pada E

Berdasarkan (*),untuk setiap bilangan asli i terdapat bilangan asli N(i) sehingga jika n(i)

>N (i) berlaku :

foi) — f” < 27" untuk setiap i
Akibatnya diperoleh :

>

. fn(i) - fn(i+1) < 21:

fuieny—

fn(i)— f” + ;

<

27+ iz-“”) < ©

i=1 i=1
Hal ini berarti untuk setiap bilangan n > 0 terdapat bilangan asli N, sehingga jika I > N, berlaku

>

i=N,

fn(i) - fn(i+1) <n.

m
Selanjutnya dibentuk barisan-barisan {gm} dan{hm}dengan gm:Z(fn(i)_fn(Hl)) dan

i=1

Jelas bahwa @,, N, €W,(E) untuk setiap m. Selanjutnya ambil

fn(i) - fn(i+l) :

m

hy =
)

sembarang m, n dan tanpa mengurangi arti dapat dianggap m > n, diperoleh :

||9m - gn” = H;(fn(i) - fn(m))—Z(fn(i) - fn(i+1)*

i=1

;l(fn(i) - fn(i+1)*

i=n+1

fn(i) - fn(i+1)

Khususnya, jika m >n > N, berlaku :
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foi) = Fagan| < Z

i=n+1 i=N,

|9m = 9u] < foi) = fagen)| <M

Hal ini berarti bahwa barisan {gm} merupakan barisan Cauchy di dalam W,(E) yang lengkap. Jadi

Z( I+1) konvergen. Dengan cara vyang sama dapat ditunjukkan bahwa
i=1

juga konvergen. Oleh karena itu untuk setiap m dan setiap | < m berlaku :

fn(i) - fn(n+1)

]+l < .

j=i j=i j=i j=

Ambil N, = maks {N;, N,} maka berdasarkan (**) untuk setiap bilangan € > 0 dan m > N,, berlaku :

+ f == fm— fa + f

fn(i) - fn(|+l n(i+1)

S (fuy = Fuggon)~ (o - f)* -

j=i

fn(m+l

)—f‘<8.

m
Hal ini berarti bahwa untuk setiap 1 barisan {Z(fn(i) ~ fn(H))} konvergen titik demi titik ke
j=i

fungsi (f = f) hampir di mana-mana pada [I, 5] Akibatnya :

n(i

f -1l <

o) — f\ =

J+1

L'L'JOZ( m)* < lim

untuk setiap I, sehingga + | f| untuk setiap i.

foi) = fagieon) foi) = fagien)

+ | f| maka h € W,(E). Jadi terdapat barisan bagian {fn(i)} c {fn}

j+l

dan h e W,(E) sehingga fn(i) — f hampir di mana-mana pada [I,B] dan fn(i)‘ < h untuk setiap

n(i). m
Representasi Fungsional Aditif Ortogonal pada W, di dalam R"

Lemma 4.1.
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Diketahui E = [I,E] c R" sel dengan b >1.likaF fungsional aditif ortogonal dan kontinu
terbatas pada ruang Wy(E), maka terdapat fungsi k(i,t) : ExR —> R sehingga k(i,t)
terintegral McShane terhadap X pada E untuk setiap t € R dengan k()T,O) = 0 untuk hampir

semua X € E dan berlaku :

F(s) = Ik(x s(X)) dX untuk setiap fungsi sederhana s pada E.
E

Bukti : Karena F kontinu terbatas, untuk setiap bilangan £>0 dan t terdapat bilangan 5(8,'[)
> 0 sehingga jika ,u(E) < 5(8,t) maka |F(t;(EX < ¢. Dengan kata lain F sebagai fungsi himpunan

kontinu mutlak terhadap g ..c.cccoeereeeenen. (1)

Selanjutnya, jika E = U E, dengan EJ MEJ = guntuk i # j, maka berlaku :

i=1

n 0

F(tye) = lmF tZLnJEi = Lm; F(t)(Ei) = ;F(t;(Ei). Hal ini berarti F merupakan fungsi
himpunan yang aditif dan terhitung ........ccccccecvveveeveene. (2)

Dari (1) dan (2), maka menurut Teorema Radon-Nikodym terdapat fungsi kt*()_() pada E sehingga

t;(E J.k dX untuk setiap E. Selanjutnya, didefinisikan fungsi k(X t) = k:(Y) untuk

setiap X ef dant € R. Jikat=0maka F(ty.)=F(@) = 0, oleh karena itu jk;(i) = 0 untuk

setiap E. Jadi k(7,0) = 0 untuk hampir semua X eE. Selanjutnya, ambil sembarang himpunan

sederhana s pada E dengan S Zt,;(E dengan E; himpunan terukur yang sepasang-

n
sepasang saling asing dan E = U E, , maka diperoleh :
i=1

(Zth]: _n Ik( X,t)dx = _n .k(x,s(x))dx = [Kk(x,s(x))dx . m
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Lemma 4.2.
Diketahui E = [I, 5] c R" sel dengan b > I, F fungsional aditif ortognoal dan kontinu
terbatas pada ruang W,(E), dan k()_(,t) : E xR — R fungsi yang diperoleh pada Lemma 4.1. Jika

untuk setiap bilangan & > 0 dan setiap interval tertutup terbatas P = [-d,d] dengan d > O dibentuk

bilangan-bilangan :

W(5;P;E) = sup{ﬂk(i,tl)— k(xt,)der :t,,t, e Pdanft, —t,| < 5} dan

E

W(s;P) = SUD{Zn:W(5;P;Ei)1LnJEw E,NE; untuk i = j}

i=1 i=1

maka lim W(é'; P) = 0 untuk setiap interval P.
50"

Bukti : Jika 0 < 8;< 5, dan t;, t; € P dengan |'[1—t2|<51 maka |tl—t2|<52. Hal ini

berakibat jika 0<8,< 8, maka W(5,;P) < W(5,;P). Jadi net {\N(§; P):5 4 0} turun monoton

dan terbatas ke bawah dan salah satu batas bawahnya adalah 0. Oleh karena lim W(5; P) ada.
50"

Andaikan |imW(5; P)zg untuk suatu bilangan £>0. Berdasarkan definisinya, terdapat
5—0"
n

dengan LJEi =E dan bilangan-bilangan

i=1

himpunan saling asing EE,,--- E,

ity =120 sehingga [t —t}| <5, [ti| < d, [t} <ddan Y [k(x.t)-k(xt;) > e
i=1 E
Selanjutnya untuk setiap 1 =1, 2,---, n didefinisikan himpunan-himpunan :

E; = {xeE, k(x.t!)-k(x,t})>0} dan E; =E, —E;

dan juga didefinisikan fungsi-fungsi :

n

=Y llre +rg Jan 9= Ytz +tz, )

i=1 i=1

Jelas bahwa f,g €W, (E) dan berlaku :
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Dengan cara yang sama diperoleh : ||g|| < d. Lebih lanjut diperoleh :

n n

f-g = Dl +tiz )- Sz iz )

=Sl -t + -tz )

i=1

Analog dengan cara di atas juga diperoleh : ||f - g” <d. Karena F kontinu dan terbatas maka

|F(f )— F(g) < ¢. Dari pihak lain diperoleh :
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Z Hk XU e )— (x,télEr]+Zn:!‘k(i,tszl)—k(i,t;;(EI] ‘

‘ i=1 E+ i=1

= 3 [l 3 )i

Kontradiksi, jadi pengandaian salah, oleh karena itu yang benar adalah lim W(5; P) =0.m
50"

Lemma 4.3.
Diketahui E = [I,b] c R" sel dengan b >1.lJikaF fungsional aditif ortogoal dan kontinu
terbatas pada ruang W,(E), maka fungsi k(Y,t) : ExR — R fungsi yang diperoleh pada Lemma

1 kontinu seragam pada setiap interval tertutup terbatas P — R dan untuk setiap X <E.

Bukti : Ambil sembarang X <E dan sembarang interval tertutup terbatas P < R. Menurut

Lemma 4.2. diperoleh lim W(5; P) =0, yaitu :
50"

o
1]

lim sup {Z;w (5;P;E,) gEi,EiﬂEj =, i# j}

vV

50"

lim {sup_ﬂk(i,tl)— k(x,t,)der :t,,t, e Pdanft, —t,| < 5}
E

50"

> lim {ﬂk(x,tl)—k(x,tzjda:tl,tz ePdant, —t,| < 5}
E

Hal ini berarti, jika t;, t, € P dengan |t —t2| < O berlaku : lim “k(i,tl)— k(Y,tzlda = 0, yaitu

50"

untuk setiap bilangan &>0 terdapat bilangan 6>0 sehinga jika ti, t, € P dengan |tl —t2| <o

berlaku :

o < &0 (E)
[lk(x.t)—k(x.t, Jda< >

E
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Ambil sembarang X €E, selanjutnya dibentuk partisi McShane P = {(I,E)} sehingga X
merupakan salah satu titik terkaitnya. Fungsi k(-,tl), k(-,tz) € M(E) dan M(E) merupakan ruang
linear maka k(~,t1)- k(-,tz)e M(E), dan karena M(E) ruang integral mutlak maka |k(-,tl)-

k(-,t2)| € M(E). Oleh karena itu untuk setiap bilangan € > 0 terdapat fungsi positip | pada E

sehinga untuk setiap partisi McShane P = {(I ,5)} n-fine pada E berlaku:

“k(i,tl)—k(Y,tZXda—PZ‘k(E,tl)_k(gltz)a(lﬁ < HxéE)

E

1 Py

o E£|k(x,tl)— k(x,tzjda—ﬁ PY k(E.t)- k(& t, Jar(1 )(< >

o

- %PZ‘k@,tl)— k(g’tz la(l) < a(lE)“k()_(’tl)—k()_(,tz) da +%

E

Didefinisikan bilangan 8, = inf {77(?): X e E}, jelas bahwa &, > 0 dan selanjutnya dipilih bilangan

8, = min {J, 8,}, maka diperoleh :
1 — — E €
@PZ\k(g,tl)—k(g,tz}a(l) < See

Akibatnya berlakui‘k(.f_,tl)—k(é?,tzla(l)@ untuk setiap (f_, I)eP(E), khususnya untuk

a(E)
. () x t)—k(x 2t )—k(xt.) < 2(E) .
(X,1)eP(E) berlaku.ﬁ |k(X,t1)— k(X,t2]<8 atau |k(X,t1)— k(X,tJ < Ws untuk setiap &

> 0.

Jadi, untuk setiap bilangan &>0 terdapat bilangan 6,>0 sehinga jika t;, t, € P dengan

|t1—t2|<50 berlaku |k()_(,t1)—k()_(,t2] < a(E)S. Dengan kata lain fungsi K(X,-) kontinu

a(1)

seragam pada setiap interval tertutup terbatas P—R dan untuk setiap X <E. &

Teorema 4.4.

Diketahui E = [I, 5] c R" dengan b >1. Fungsional F aditif ortogonal dan kontinu terbatas

pada ruang W,(E) jika dan hanya jika terdapat fungsi Caratheodory k(Y,t) : ExR — R dengan

130



JMEE Volume I Nomor 2, Desember 2011

k()_(,O) = 0 untuk hampir semua X e E sehingga k(i,t) terintegral McShane terhadap X pada E

untuk setiap t € R dan berlaku : F(f) = Ik(i, f (X)) dX untuk setiap fungsi f € W,(E).
E

Bukti : Syarat cukup. Jika f € W,(E), maka terdapat barisan fungsi sederhana {Sn} pada E,
sehingga Sn(Y)—> f(Y) hampir dimana-mana pada E untuk N — oo dan |Sn()_(] S|f(i] untuk
semua n. Menurut Lemma 4.3., fungsi k(Y,-) kontinu seragam pada setiap interval tertutup

terbatas PR dan untuk setiap X <E, akibatnya: K(X,s, (X)) = k(X, f (X)) hampir di mana-mana
pada E dan terdapat bilangan M>0 sehinga |k(¥,sn ()_()) <M hampir di mana-mana pada E. Oleh

karena itu menurut Teorema Kekonvergenan Terdominasi lim k(i,sn (K)) terintegral McShane
n—oo

dan berlaku :

lim [k(x,s,(x)) dx = [k(x, f(x))dx
< Flims,) = [k(x, f(x))dx
< F(f) = | k(X, f(x))dx

Syarat perlu. Ambil sembarang f, g W,(E) sehingga f L g, yaitu f(Y)g(i) = 0 hampir di

mana-mana pada E. Selanjutnya, dibentuk himpunan-himpunan :
A={XecE:g(x)=0},B={XcE: f(X)=0}dan C={X € E: f(X)= 0dan g(x)= 0},

diperoleh :

F(f+g) = [k(x(f +g)x))dx

E

k(x, f(X)+g(x))dx

T ey

k(x, (%)) dx + [k(%,g(x)) dx

E

1}
T ey

F(f)+ F(g)

Jadi F aditif orthogonal pada W,(E).
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Selanjutnya, ambil sembarang f eW,(E) dan sembarang barisan {fn }c W,(E) sehinga {fn}
konvergen terbatas ke fungsi f hampir dimana-mana pada E, yaitu terdapat bilangan M > 0

sehingga |fn()_(] < M untuk setip n dan f,(X)— f(X) hampir di mana-mana pada E. Karena
fungsi k(Y,-) kontinu seragam pada setiap interval tertutup terbatas PR dan untuk setiap X €E,
maka terdapat bilangan N>0 sehingga |k(¥, fn(Y)X <N untuk semua n dan

k(Y, fn(Y))—> k()_(, f()_()) hampir di mana-mana pada E. Oleh karena itu, menurut Teorema

Kekonvergenan Terdominasi berlaku :
n—oo nN—o0

lim [k(x, f,(X))dx = .[k()_(, f(x))dx < lim F(f,) = F(f). Dengan kata lain F kontinu
E

terbatas paada W,(E). &

PENUTUP

Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh kesimpulan bahwa syarat perlu dan cukup agar
fungsional F aditif ortogonal dan kontinu terbatas pada ruang W,(E) adalah adanya fungsi

Caratheodory k(i,t) : E xR — R yang mempunyai sifat k(X,O) = 0 untuk hampir semua X € E

dan k(Y,t) terintegral McShane terhadap X pada £ untuk setiap t € R.
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