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PENGGUNAAN INTERPOLASI HERMITE KUBIK DALAM PENYELESAIAN
PERSAMAAN STURM-LIOUVILLE DENGAN METODE ELEMEN HINGGA

Dwi Maryono
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ABSTRAK

Penerapan matematika dalam bidang fisika sering menghasilkan suatu masalah nilai eigen, khususnya
persamaan Sturm-Liouville. Dari persamaan ini dapat dibentuk syarat batas Dirichlet atau campuran yang
homogen. Untuk mendapatkan penyelesaian pendekatan nontrivial dapat digunakan metode elemen hingga.
Tujuan dari penulisan ini adalah menentukan penyelesaian pendekatan (nilai eigen dan fungsi eigen
pendekatan) dari persamaan Sturm-Liouville dengan metode elemen hingga khususnya, dengan interpolasi
Hermite kubik. Hasil secara numerik menunjukkan bahwa metode tersebut cukup baik untuk menyelesaikan
persamaan Sturm Liouville, di mana error yang dihasilkan sangat tergantung pada panjang elemen yang
diambil dan juga tergantung pada indeks nilai/fungsi eigennya.

Kata kunci : elemen hingga, Sturm-Liouville, Hermite kubik, nilai eigen

ABSTRACT

Eigenvalue problems especially Sturm-Liouville equations often occur in physics. Homogenous Dirichlet or
mixed boundary value problems can be constructed from these equations. The nontrivial solution from these
equations can be obtained using finite element methods. The purpose of this research is to obtain the details
of the construction of finite element method using cubic Hermite interpolation in solving Sturm-Liouville
equations. The result shows that the solutions of the finite element method using cubic Hermite interpolation
is good enough in solving Sturm Liouville equation. Based on the example, its error depends on the
element’s length and the index of the eigenvalue or eigen function.

PENDAHULUAN Persamaan (1) dengan syarat batas (2a)
Penerapan matematika dalam bidang dan (2b) mempunyai penyelesaian u=0
fisika sering menghasilkan suatu bentuk (penyelesaian  trivial).  Persamaan (1)
khusus dari masalah syarat batas yang dikenal mempunyai penyelesaian nontrivial jika dan
dengan masalah nilai eigen. Masalah syarat hanya jika parameter A berharga tertentu yang
batas seperti ini pada umumnya berbentuk disebut dengan nilai eigen. Penyelesaian u
persamaan Sturm-Liouville, seperti persamaan yang terkait dengan eigen A disebut fungsi
berikut. eigen. Penyelesaian (1) dapat diperoleh dengan
—%(p(x)g—ij+q(x)u —Ju, O<x<L metode beda hingga (Gerald -dan Wheatley,
1) 1994) dan metode elemen hingga (Reddy,

1984). Metode beda hingga lebih sederhana

dengan p'(x), p(x)>0, q(x), dan w(x)>0 adalah  gipandingkan dengan metode elemen hingga
fungsi yang kontinu pada domain ~ Q =(0, L) tapi fungsi eigen pendekatan yang diperoleh
dan A eR adalah suatu parameter. tidak berbentuk fungsi tapi hanya nilai-nilai

Dari persamaan (1) dapat dibentuk syarat pendekatan dari fungsi eigen eksak di titik-titik
batas

1. Dirichlet: u(0) =u(L) =0,
2. Campuran: u(0) =u'(L) =0 atau nilai pendekatan di titik lain diperlukan

(2a) yang ditentukan sehingga untuk mendapatkan

u'(0) =u(L) =0. (2b) perhitungan lagi dari awal. Sedangkan dengan
metode elemen hingga, hasilnya berupa fungsi,
46
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yang diperoleh dari interpolasi terhadap nilai-
nilai pasangan di antara domainnya.

Dalam metode elemen hingga, fungsi
pendekatan  diperoleh  dari  polinomial
interpolasi, biasanya menggunakan interpolasi
Lagrange. Hasil dari metode elemen hingga
dengan menggunakan interpolasi Lagrange
akan menghasilkan fungsi pendekatan yang
merupakan keluarga dari

C%(<) dengan

kelas himpunan

C™Q) ={u(x),xe Q/u,u',...u™ kontinu pada Q}

Menurut Carey dan Oden [1983], untuk
kasus dengan orde yang lebih tinggi atau
metode variasional

dengan menggunakan

seperti kolokasi diperlukan fungsi
penyelesaian pendekatan yang merupakan
keluarga dari kelas himpunan yang lebih tinggi
CoQ).

interpolasi Hermite kubik. Untuk itu penulis

dari Interpolasi  tersebut adalah

mencoba mengaplikasikannya dalam

menentukan penyelesaian pendekatan
persamaan Sturm-Liouville dengan metode

elemen hingga.

PEMBAHASAN
Formulasi Variasional dan Pendekatan
Galerkin

Secara umum persamaan diferensial
dapat dinyatakan dengan
Au =1 pada Q (3)
dengan A adalah operator linear atau nonlinear
dari suatu ruang hasilkali dalam U ke suatu
ruang hasilkali dalam V dan ©Q domain dari
persamaan diferensial (Reddy, 1984). Jika A

adalah operator linear simetris dan definit
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positif pada ruang Hilbert H maka dapat
dibentuk fungsional kuadratik

V) =(Av,v),, —2(f,v),,.
dengan (, ) adalah hasil kali dalam. Jika fungsi
u adalah penyelesaian dari (3) maka menurut
Reddy [1986], u akan meminimumkan I(v).
Menurut Strang dan Fix [1973], jika u adalah

minimum dari 1(v) maka u memenuhi

(Au,v), =(f,v),, untuk setiap veH (4)
Persamaan (4) disebut sebagai
formulasi variasional dari persamaan (3).

Fungsi u dalam (4) disebut fungsi trial dan

fungsi v disebut fungsi tes. Dengan
menerapkan (4) terhadap (3) maka domain dari
penyelesaian u dapat diperluas menjadi ruang
yang lebih besar daripada H. Ruang ini disebut
ruang admissibel, dinotasikan dengan Ha.
Dengan demikian, formulasi variasionalnya
menjadi
(Au,v), =(f,v),, untuk setiap veHa
atau
B(u,v) =1(v) untuk setiap veHa (5)
dengan B: Ha x Ha —R adalah fungsi bilinear
dan | adalah fungsional linear.

Pendekatan Galerkin dari persamaan (3)

diperoleh dengan membawa persamaan (5) ke

dalam subruang berdimensi hingga H"c Ha

sehingga pendekatan Galerkin u" memenuhi

B(u",v) =1(v) untuk setiapv € H" < Ha.

Untuk masalah nilai eigen

Au = U, (6)
digunakan metode variasional
(Au,v) = Z{u,v) untuk setiap ve Ha

atau dapat disajikan
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B(u,v) = A(u,V) untuk setiap ve Ha
(7)

dengan B: Ha x Ha —%R adalah fungsi bilinear
dan Ha adalah ruang fungsi admissibel.
Pendekatan Galerkin dari persamaan (6)
diperoleh dengan membawa persamaan (7) ke
dalam subruang berdimensi hingga H"c Ha

sehingga pendekatan Galerkin u" memenuhi

Bu",v) = ﬂ<uh,v> untuk setiap veH".

Interpolasi Hermite
Misalkan diberikan domain Q=[x;_1 Xi].
Hermite,

Untuk menerapkan interpolasi

domain Q ditransformasikan secara linear ke

domain Q=[-1 1] oleh pemetaan

E=[2X—(Xi—1+Xi)] / (Xi—Xi-1). Menurut Carey dan
Oden [1983], Hermite kubik

mempunyai bentuk

polinomial

A 2 . .0 2 1
U= _zluj\lfj &+ _Zluj Vi (€)
i= i=
dengan fungsi-fungsi basis adalah

vy (€)= (& -1)(E+2)/4,
(&) = -D(E+D)/4,
v, (&) =(E+D(2-&)/4,
() = (E+1)(E -1/ 4
Dengan pemetaan £&— x dapat diperoleh basis-

basis w§, dan v} pada domain Q sehingga

polinomial Hermite menjadi
20 hZ . 1
U (&) = 2Zujw;(x)+— 2uj'wj(x)
I 2j=1
dengan h = x;— x;_jadalah panjang domain Q

Metode Elemen Hingga
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Kelemahan dari metode variasional
adalah sulitnya mencari fungsi trial u dalam
persamaan (4). Penyelesaian pendekatan yang
diperoleh dari interpolasi fungsi kurang efektif
jika digunakan pada interval yang besar.
Berdasarkan hal tersebut, pendekatan Galerkin
diharapkan berhasil dengan baik jika domain
Q dibagi menjadi subdomain-subdomain yang
lebih kecil. Teknik seperti ini disebut dengan
metode elemen hingga.

Secara garis besar langkah-langkah dasar
metode elemen hingga menurut Reddy [1984],
Carey dan Oden [1983], dan Gerald dan
Wheatley  [1994]

masalah syarat batas pada domain Q= (0,L)

untuk  menyelesaikan

adalah sebagai berikut

1. Pembagian domain Q=QuT =[0,L],

dengan T" batas dari Q2 menjadi subdomain

Q., e=12..E yang disebut dengan

e

elemen-elemen hingga sesuai dengan
ketentuan yang diberikan Griffin dan
Reddy (1988) sebagai berikut.

a) Setiap Q, tertutup dan tak kosong

b) Q.NQj=¢,untuk j=e
E__

c) Q=UQ,.
e=1

2. Mengkonstruksikan fungsi bentuk y{, i =

1, 2, .., Ne untuk tiap Q. sedemikian

h

sehingga fungsi pendekatan u" dapat

ditulis dalam bentuk
h N,
e () = Yajys,e=12,..E.
j=1

3. Menerapkan metode variasional dengan

fungsi pendekatan yang yang telah
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diperoleh dari langkah 2 sehingga dapat
diperoleh sistem persamaan linear untuk
masing-masing elemen.

4. Mengkombinasikan sistem  persamaan
linear yang diperoleh dari tiap elemen.

5. Menerapkan syarat batas yang diberikan
dan  menyelesaikan sistem persamaan
akhirnya.

Formulasi Variasional untuk Persamaan

Sturm-Liouville

Pandang persamaan Sturm-Liouville

Au :—i(p(x)%j +g(X)Ju=iu, O<x<L
dx dx

(8)

dengan syarat batas (2a) dan (2b) dan p’ (x),

p(x)>0, gq(x)>0 adalah fungsi kontinu pada
domain Q= (0,L).

Dari persamaan (8) dapat dilihat

bahwa penyelesaian u adalah di dalam ruang

H(Q).

hasilkali dalam

(u,v) = fuv(x)dx,
o

Sobolev Dengan  menggunakan

diperoleh formulasi variasional

(Au,v) =2(u,v) untuk semuaveHa  (9)
dengan Ha adalah ruang fungsi admissible
yang memuat u dan v. Kemudian dapat

diperoleh

(10)
Dari persamaan (10) dapat dilihat bahwa ruang
fungsi admissibel yang sesuai berada dalam
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ruang Sobolev (). Carey dan Oden [1983]

menambahkan bahwa fungsi trial dan fungsi
tes harus memenuhi syarat batas essensial dari
masalah yang diberikan, yaitu syarat batas
yang memberikan nilai-nilai turunan dengan
orde 0, 1, 2, ..., m—1 dengan m adalah derajat
dari ruang fungsi admissibel, dalam hal ini
adalah ruang Sobolev. Dengan demikian,
berdasarkan syarat batas (2a) dan (2b) dapat

diperoleh
L dudv
B(u,v) = (Au,v) = —_— d
(u,v) = (Au,v) ({[pddeJrquv]vx

sehingga (9) menjadi

B(u,v) = (u,v) untuk semua ve Ha. (11)

Metode Elemen Hingga untuk Persamaan
Sturm-Liouville

Dalam metode elemen hingga pertama
dibentuk domain Q=QuT dari Q = (0, L)
dengan T" adalah batas dari Q. Selanjutnya
domain Q dibagi menjadi berhingga E
subdomain Q,,e=1, 2, ..., E sesuai dengan
ketentuan sebelumnya. Untuk menerapkan

interpolasi  Hermite  dibentuk  elemen
Q. =[x,x5]. Panjang tiap elemen adalah
he=X,°—x,° dan berlaku x,° = x;***.

Langkah selanjutnya adalah dikonstruksikan
fungsi bentuk y{, i=1, 2, ..., Ne untuk tiap-
tiap elemen Q° sehingga fungsi pendekatan u"

dapat disajikan dengan

NE
UQ = Z(Xje\lfje, e=1,2,...,E.
=1
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Dengan  menggunakan interpolasi

Hermite kubik dapat diperoleh penyelesaian

pendekatan untuk tiap elemen Q°f, yaitu
00 = Susv 00+ Susi (0
j=1 j=1
(12)

dengan fungsi—fungsi bentuk pada elemen Q°
adalah

(0 =[(x=x5)*(2(x - x;) +h,)]/h.°,

vy () =[2(x=x5)*(x=x))1/h’,

vy (&) =[(x—x)*(-2(x—x5) +h,)]/h?,

vy (€)= [2(x=x7)* (x=x5)]/h,”.

(13)
Karena x°= x*"' maka u’= u®** dan
(du/dx),®=  (du/dx),***. Hubungan ini

digunakan dalam perakitan sistem dari seluruh
sistem persamaan linear yang diperoleh dari
tiap elemen.

Jika digunakan formulasi variasional

(9) dalam elemen Q° maka diperoleh

X dudv X e ey e e
| [pea& +geuv]dx — & [uvdx—Qrv(x) — Qsv(x3) = 0,
Xt

X

(14)

dengan Q = (peu")

e dan Q; = (—peu’)

X; '
Dengan
(12),

menggunakan  polinomial

Hermite diperolen  penyelesaian

pendekatan
2 e h, 2 o, qe
up () = ZuSy§ (0+= X uS'wi ()
= 2 ja
4 e €
= Zlocj\y] (X), (15)
]=
of =u°, ag=-_uy,

dengan

h, |, e e e
oG =U", wi=vr, wi=wi wi=vy  dan
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w& =yb. Subtitusi (15) ke dalam (14) dan

dipilih v =vy;®,1=1, 2, 3, 4 diperoleh
N N
Z(Xjekije —KZajemije — I‘ie = 0
=1 j

dengan
e X; e [ e e
ki~ = [Pe(wi ) (v )+0ey;i v Jdx,
X;

X3
mije =S I \Vie\lljedX, dan

Xt
R = Qi 04) + Quui* (X3) -

Untuk selanjutnya dapat disajikan
sebagai persamaan matriks

K® u® =AM°® u®+ r® 17)

dengan K°=[k¥], M°=[m;], r°=[r], dan
u’=[o;’]. Persamaan (17) dapat disajikan
dalam bentuk G°® u®=r® dengan entri-entri
gi’=ki*—Am;®. Untuk elemen ke-E dapat

diperoleh persamaan matriks

91El glEZ 91E3 9151 Oﬁf QlE
02 9% U2 Om| s _| 0
95 0% Um O |os| |QF|
94E1 94Ez 953 94E4 OCE 0

Dari pembagian domain diperoleh hubungan

antar elemen u$ =uf™ dan u%=u%* sehingga

e+l

e+l ai =af

berlaku o =0of™ dan Dengan

demikian dapat dinyatakan o} =U;, a5 =U,,

2

1 1 2 2 3
OL3=U3=OLl, OL4=U4=OLZ, (13:U5=(11,

E=

E-1 E 1 E
e ag ~=Ugeg=ar, ag ~=Uze =0z,

af =Uye.;, af =U,c., sehingga diperoleh
hasil perakitan semua persamaan tiap elemen
yang disajikan dalam bentuk persamaan

matriks
GU=r,



JMEE Volume I Nomor 1, Juli 2011

dengan matriks G, vektor U dan r seperti

pada persamaan 18.

Selanjutnya  karena xs =x, maka
Q+Qt=0, e = 1, 2, .., E sehingga
diperoleh

r=|a 0 0000 - 00 Qf o

Penerapan syarat batas (2a ) dan (2b)
adalah sebagai berikut berikut

2. Syarat batas Campuran
a) Penerapan batas
u(0)=0 dan

persamaan matriks (20).

syarat campuran

u’(L)=0 menghasilkan
b) Penerapan batas
u’(0)=0 dan

persaamaan matriks (21).

Syarat campuran

u(L)=0 menghasikan

Untuk mendapatkan U = 0 harus dicari A
sehingga det (K-AM) = 0. Akar-akar dari

persamaan (K-AM) = 0 adalah nilai-nilai eigen

0 On 0 O 0 0 0 0 0 0

01 92  On 074 0 0 0 0 0 0

géi 9%2 9%3 + 9121 9é4 + 9122 9123 9124 0 0 0 0

Oun i Ui+0h Uu+0p 0% 05 0 0 0 0

0 0 9% 0% 0%t0n 0%t 0 0 0 0

G={0 0 gj 0 Uh+On Oa+0% 0 0 0 0|

0 0 0 0 0 0 0% 40D U% +Oh 05 O

0 0 0 0 0 0 S Um0 Qm t0% Un O

0 0 0 0 0 0 05 0 U% U3

00 0 0 0 0 Uit 0p U 9

U=[U; U, Us Uy Us Ug - Upey Uz Upeyy Uy, dan
r=lo 0 Qi+Q? 0 Q3+QF 0 - QF'+of 0 of of
(18)
_9%2 933 934 0 0 0 0 o[ U, T [0]
0% 03 +00 0% +05 973 9% 0 0 0 Us 0
O Ui+0% Ou+9% 0% 954 0 0 0| Us 0
0 9% 9%  9h+0d 9% +od 0 0 0 Us 0
0 gh 0%  Oh+0% Qi +03 0 0 0|l Us |=|0
0 0 0 0 0 93E3_1 + glEl 93E4_1 + 91Ez 91E4 Uze s 0
0 0 0 0 0 O +05 Om +0% O || Yz 0
Y 0 0 0 0 94El 94Ez 94E4__U2E+2_ 10]
(19)

Syarat batas Dirichlet

Penerapan syarat batas Dirichlet adalah
u(0)=0 dan u(L)=
persamaan matriks (19).

0 menghasilkan
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pendekatan dan penyelesaian U yang terkait
adalah dengan nilai eigen tersebut digunakan
untuk memperoleh fungsi eigen pendekatan
pada persamaan (15).



92 Oz 024 0 0
N P P A Y A 01y
s Us3+9s Uat s 02 Oz
0 9321 02, O3+ 01 s+ 0y
0 g 0 Unt0n Out0s
g:ll.l 9%3 9114 0 0
031 O3 +0h Un+0h O 91z
94111 94113 + 931 9314 + 932 933 954
0 93%1 9322 93%3 + 9131 9§4 + 9132
0 94%1 952 953 + ggl 94%4 + ng
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
00 0 0 0

Dari langkah-langkah ~ yang telah
diberikan di atas maka metode ini dapat
digunakan contoh
berikut.

Contoh 1:

untuk  menyelesaikan

Perhatikan persamaan Sturm-Liouville

d?u

—F+2U 27\,U,
X

O<x<m (22)
dengan syarat batas campuran u(0) = u’(x)=0.
Penyelesaian eksak dari persamaan (22) adalah

Li=(i —0.5)*+ 2 dan

.. (,. 1
U (x) = c\/;Sm((l —E)XJ

dengan c konstantadani=1,2, 3, ....
masalah (22)

dengan menggunakan elemen hingga Hermite

Untuk menyelesaikan

kubik, terlebih dahulu domain € dibagi
menjadi berhingga banyak elemen, misalkan

E. Dapat ditentukan misalkan elemen ke-e
adalah Q° = [h(e —1),he] dengan h=h, = /2
untuke=1,2, ., E.
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0 0 01l U, 0
0 0 01 U, 0
0 0 01|l U, 0
0 0 01 U, 0
0 0 0|l Ug [=]0}
) ) 0 ) :
O3 +0i U5 +0Op iUz 0
Os +05 Us +092 g Yue 0
Oa: O3, Oss)(Yzea] (O]
(20)
0 0 o[ u 7 [0]
0 0 ol u, | |o
0 0 oll u, | o
0 0 oll us | |o
0 0 ol us |=lo
U + 0 Os +95 O ||Y2ea 0
i +05 Ui +0O%» Oy || Yz 0
9l 9l 94E4_ [U2es2] O]
(21)

Selanjutnya dapat ditentukan fungsi
eigen pendekatan untuk tiap-tiap elemen
Misalkan
ditentukan banyaknya elemen adalah 2, maka

seperti dalam persamaan (15).

diperoleh elemen
Q' =[0,n/2] dan Q? =[r/2,x] dan h=n/2.

Dengan menerapkan (17) dan syarat batasnya,

-0.174+0.0444 0 0.918-0.1194 0.067-0.0974 |U,

diperoleh persamaan
0.459-0.0594
{ 0 -0.360-0.2014 0.067-0.0974 1.930-0.5831 |[Ug

0067 -00974 -0174+0.0442 0 U, 0

0.067-0.0974  3.861-1.1664 0 -0.360-0.2014 || U, 0
=lot

0

Untuk mendapatkan penyelesaian nontrivial,

maka dicari nilai A yang memenuhi
0.459-0.0594 0.067 -00974 -0174+0.0444 0

0.067 -0.0974 3.861-1.1664 0 -0.360-0.2011 -0

-0.174+0.0444 0 0.918-0.1194 0.067-0.0974 ||

0 -0.360-0.2012 0.067-0.09724 1.930-0.5834

(23)

Dari persamaan (23) diperoleh nilai-nilai eigen

pendekatan A7 = 2.25, A= 4.25417, A}=

8.38806, XZ: 15.8836 dan fungsi—fungsi

eigen pendekatan
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¢(05010x — 0.0037x? — 0.0182x3), 0<x<ZX
uy(x) = i 2
¢(-0.0543+ 0.5966x — 0.0593x? — 0.0075%°), 5 <X <m,
¢(-1.615x + 0.469x> + 0.173x°), 0<x<Z
ug (x) = 2
¢(0.651-3.903x + 2.590x% — 0.417x3), g <x<m,
¢(3.634x — 3.850%2 + 0.796x°), 0<x<ZX
ug (x) = . 2
c(23.974 - 33.599x +14.406x> —1.922x3), 5 <X <,
c(-12.016x + 21.568x2 — 8.678x3), 0<x<®
h _ 2
us(x) =
¢(55.5594 - 70.213x + 28.115x2 — 3.594x°) , <x<n
untuk c suatu konstanta.
Hasil  penghitungan nilai  eigen

pendekatan dengan elemen hingga Hermite
kubik untuk nilai E = 2, 4, dan 8 tampak pada
Tabel 1. Dari Tabel 1, dapat dilihat bahwa
error nilai eigen pendekatan akan semakin
bagus jika jumlah elemen semakin banyak
(panjang elemennya semakin kecil). Akan
tetapi, error semakin besar seiring dengan
semakin besarnya indeks nilai eigen. Hal ini

juga berlaku pada fungsi eigen pendekatan.

Tabel 1. Nilai eigen pendekatan dari contoh soal yang
telah dihitung dengan Mathematica untuk jumlah
elemen E =2, 4, 8, dan 16

Eigen E=2 E=4 E=8 | Eksak
M 2.25 2.25 2.25 2.25
A2 4.25417 | 4.25013 | 4.25 4.25
A3 8.38806 | 8.25488 | 8.25014 | 8.25
A4 15.8836 | 14.2965 | 14.2516 | 14.25
As - 22.5112 | 22.2595 | 22.25
Ag - 33.3742 | 32.2873 | 32.25
A7 - 48.287 | 44.3638 | 44.25
Ag - 66.2227 | 58.5422 | 58.25

Jika error fungsi eigen dihitung dengan

menggunakan norm kuadrat rata-rata berikut,
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1
-], =l
dengan U, dan Uih adalah fungsi eigen eksak

dan pendekatan yang telah dinormalkan, maka

diperoleh error seperti pada Tabel 2.
Tabel 2. Error fungsi eigen pendekatan dari contoh soal
yang telah dihitung dengan Mathematica untuk jumlah
elemen E = 2, 4, dan 8.

Fungsi HU, - L_IihHO

Eigen E=2 E=4 E=8
Uy 2.9611x10™ | 2.0733x10™ | 1.3373x10°
U, 0.0125014 | 1.2807x107 | 9.9900x10™
Us 0.0630196 | 6.9964x107 | 6.7065x10™
Ug 0.3646037 | 0.0215540 | 2.1762x107
Us - 0.0436230 | 4.9927x107
Ug - 0.0955514 | 9.4676x107
Uy - 0.0215540 | 0.0163075
Ug - 0.0436230 | 0.0323568

Dari Tabel 2, dapat dilihat bahwa
fungsi eigen pendekatan yang dihasilkan
cukup baik. Seperti halnya pada nilai eigen
pendekatan, norm error ini akan semakin kecil
jika jumlah elemennya semakin bertambah,
tapi error semakin besar seiring dengan
besarnya indeks dari fungsi eigennya. Hasil
yang kurang lebih sama dapat dilihat pada

contoh berikut.

Contoh 2:
Perhatikan persamaan Sturm-Liouville
2
—d—2=xu, 0<x<1 (24)
dx

dengan syarat batas Dirichlet u(0) = u(1) = 0.
Nilai eigen eksak dari persamaan (4.17) adalah



JMEE Volume I Nomor 1, Juli 2011

A = i°n? dan fungsi eigen eksaknya adalah
Ui (x) = ¢ Sin(inx).

Dengan metode yang sama diperoleh hasil
nilai eigen dan fungsi eigen pendekatan seperti

pada Tabel 3 dan Tabel 4.

Tabel 3 Nilai eigen pendekatan untuk Contoh 2
menggunakan elemen hingga Hermite kubik dengan E =

2,4,8,16

Eigen E=2 E=4 E=8 Eksak
M 9.87218 | 9.86967 | 9.86961 | 9.8696
A2 40.0 39.4887 | 39.4787 | 39.4784
A3 94.2509 | 88.9912 | 88.8317 | 88.8264
A4 168.0 160.0 157.955 | 157.914
As - 252.19 | 246.933 | 246.74
Mg - 377.004 | 355.965 | 355.306
A7 - 548.143 | 485.466 | 483.611
Ag - 672.0 640.0 631.655

Tabel 4 Error fungsi eigen pendekatan untuk
Contoh 2 menggunakan elemenhingga Hermite
kubik dengan E = 2, 4, 8.

Error E=2 E=4 E=8
o, - 0.0034002 | 0.0002961 | 0.0000207
A 0.0380198 | 0.0034002 | 0.0002961
o, - 0.1483822 | 0.0125014 | 0.0012807
o —a.”| 0.1308460 | 0.0380198 | 0.0034002
o - | - 0.0630196 | 0.0069963
HUG UshH - 0.1483822 | 0.0125014
o g - 0.3646037 | 0.0215540
Jo. -] - > 0.0323009
1308460
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Sebagaimana pada Contoh 1, error baik nilai
eigen dan fungsi eigen pendekatan cukup baik,
di mana keduanya sangat dipengaruhi oleh
panjang elemen yang digunakan dan indek
nilai atau fungsi eigen yang dihitung. Namun
demikian karena beberapa keterbatasan,
pembahasan secara detail mengenai perilaku
error nilai eigen dan fungsi eigen pendekatan
akan dijadikan topik untuk penulisan makalah

berikutnya.

PENUTUP

Dari hasil di atas disimpulkan bahwa
metode elemen hingga Hermite kubik dapat
diterapkan dengan baik untuk menyelesaikan

persamaan Sturm-Liouville berorde dua.

Langkah-langkah  penyelesaiannya adalah

sebagai berikut.

1. Membagi domain menjadi elemen-
elemen

2. Memilih interpolasi untuk masing-

masing elemen, dalam penelitian ini
digunakan interpolasi Hermite kubik.

3. Menerapkan formulasi variasional untuk
tiap-tiap elemen sehingga diperoleh
persamaan linear untuk tiap-tiap elemen.

4.  Melakukan

persamaan linear dari tiap-tiap elemen.

perakitan terhadap
5. Menerapkan syarat batas.
6.  Menghitung nilai eigen dan fungsi eigen

dari persamaan linear akhir.
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